7. Kombinatorik

o Die Ermiltlung der Wahrscheinlichkeil von Ercignissen hangl von der Betrachtung des Zulallsexperiments aly,
e Mitunter kann man iiber cinen Umweg cine Gleichverteilung herstellen

o Das systematische Abzihlen der Ergebnisse in F kann mit cinigen Hilfsmitieln effektiver erfolgen.

2L Ermutthang der Anzahl der Lrgebnisse bel einen ne=st
t-stufig mit m Ergebnissen = m Ergebnisse
2-stulig mit i Ergebnissen = m* Ergebnisse Bsp.: Wiirfeln mit 2 Wirfeln: 6 =36 2-Tupelin 8
3-stufig mit m Ergebnissen = m' Ergebnisse Bsp.: Werfen von 3 Miinzen; 2* =¥ Tripelin §
n-stufig mit m Ergebnissen = m» Ergebnisse

LR

Fragemiglichkeiten:

1) Wie viele Miglichkeiten der Belegung der Platze 1 bis 6 gibt es?
2) Auf wie viele verschiedene Arten kiinnen die Pliitze 1 bis 3 durch drei der sechs Ljiufer belegt werden?
3) Wie viele Maglichkeiten der Belegung der ersten 3 Pliitze durch 6 Liufer gibt es liberhaupt?

220 Pernuitationen
Bsp.: Liufer = {AB.C.D.EF}

Wir betrachten alle Anordnungen in lexikographischer Anordnung,
ABCDEF ABCDFE ABCFDE ABCFED ABDCEl ABDCFE ... Oh, oh das werden
viele!!

Versuchen wir's auf mathematischem Weg:

2 Liufer zweierlel Art anordnen: AB und BA

3 Liufer aul sechsfacher Ari: ABC ACB BAC BUA CAB CBA
C' sicht also bei der Variante mit 2 Liofern cimal an erster, dann an Zweiter und
danach an drittcr Position
also 2 * 3 = 6 Miglichkeiten

4 Liufer: D kann bei den & Moglichkeiten von 3 Livfern an vier Positionen aulircien
also 6*4 = 22374=24 Miglichkeiten

3 Liufer: E dann an Finl Positionen
also 24%3 =2*3*4*5=124 Mijglichkeiten

6 Liuler: F an sechs Positionen

also 120%6 = 2*3*4*5%6=720 Mijglichkeiten
Ergebenis: Beim Zieleinlauf der sechs Liuler sind 720 Moglichkeiten denkbar

Jede Anordnung der n Elemente einer endlichen Menge heilit PERMUTATION (lat. permutarg = vertauschen)
dicser n Elemente. Kurz: P,

SATZ: P, = 1¥2%3*4*5*6* _*n = n!  sprich: N-Falkulti

Besp.: a} P, = 1 £1 (n+l)) = 1#2+*3*%. . .*n*(n+l)
hi P, = 2! = 1*2 = 2 g! in-2)! =
= 71 = g1 ¥ 7 = B8040 kY (n+l)!



7.2.2 Anerdmingen van Yeilmengpn = 1
Bsp.. Wir suchen alle Anordnungen einer 3-clementigen Teilmenge der Liaufermengs mut Beachtung der Reihentolge.

Wir probieren an einer kicineren Laufermenge und schlubifolgern danach imclukliv:
M = {a.b.c.dl sei unsere Ausgangsmenge:

alle Anordnungen der 1-¢lementigen Teilmengen sind a b ¢ d = 4
alle Anordnungen der 2-clementigen Teilmengen sind ab ac ad ba be bd ca cb od da db de =12
alle Anordnungen der 3-clementigen Teilmengen sind abc abd acb acd adh adc
bac bad bea bed bda bdc
cab cad cba cbd cda cdb
dab dac dba dbe dea deb =24
alle Anordnungen der 4-clementigen ‘T'eilmengen sind n! =24
DEFINITION:

Dic Anzahl aller Anordnungen von k Elementen einer n-elementigen endlichen Menge heifl VARIATION
dieser n kElemente »ur kelen Klasse,

k

Kure: 1
Bsp.:

1
Vv :

= o 4 il =2476 } =24 / (3%2*1)

2
V

4 - 12 =4 %3 =2412 } =241 (2%1)

3
v »

4 = 24 =} ¥ 3 #2 =301 =24 /(D)

4
vV ¢ -

4 - 74 =4#*3%2%]  =24/1 ¢ =24/1

K
|
Vn = _...i.‘.'.'.w...--_-
SATZ: (n-k)!
2 1
V. =2 =g
. : & (8-3) o

Bsp.: Fiir 6 Laufer gilt: (6-3)! Maglichkeiten,
7.2.3. Anordnungen von {eilmengen - KOMBINATIONEY

Bsp.. Wir suchen allc Anordnungen ciner 3-clementigen Teilmenge der Liufermenge ohne Beachiung der Rethentolge.

Wir probieren wieder an einer kleineren Liaufermenge und schlulbfolgern danach induktiv:
M = Jab.c.d) sei unscre Ausgangsmenge

Bei der Betrachtung der Variationen treten bei Nichtbeachtung der Reihenlolge von Anordnungen alle Anordningen
mehrfach auf, Wir zihlen noch einmal und Tassen keine Dopplungen 7w

alle Anordnungen der 1-clementigen Teilmengen sind abed =4 =471

alle Anordnungen der 2-clementigen ‘Teilmengen sind abacad bebd od =6 = 12/1%2
{alle Anordnungen waren ja doppelt)

alle Anordnungen der 3-clementigen Teilmengen sind abe abd acd bed =4 = 24/1%2%3
(alle Anordnungen waren scchstach)

alle Anordnungen der 4-clementigen Teilmengen sind abed =1 = 24/1*2%3%4

DEFINITION:

Die Anzahl aller Anordnungen von k Elementen einer n-elementigen endlichen Menge ohne die Rethenfolge zu
bericksichtigen heifit KOMBINATION dieser n Elemente zur k-ten Kilasse.
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Bip: fur € Lawfor qits =2, 1001 ¢ = 20 MaylichKeiten



UIBINgEn
01 15 Jungen cmer 12 Klasse solie eine Vollesballmannschatt aufstellon Wie viele Manns. haftszusammensichungen sind
mbgieh!

1y Wie vicle versehiedene ogr {Ser. der, tery sind buan Spicl 6 aus 49 moglich?!

1 Aus ot Produbtionssenie Viedeorovorder witsd bei cinet Cuahitstshuntrolle come bestimmte Ansahl von Hecordern
ausgevahl und petesict.
Wie vicle Stichprobemoglichkeiten gibt cs bet cruer Serie von 1 Stuck, wenn bei der Stchprobe 5 Recorder ausgesahlt
werden™

31 Wi viele serschiedene Zowhen lassen sich aus dor Grundiorm dos Bhindenschreft nach BRAILLE balden”
iblinder tvane  Blindenlehrer, 1809 <1831

Grundiorny #* ¢ B ¥ N =R
s e ¥ "

31 Am Stundenplanbretl cues Gy mnasims nut mspesint 32 Lehrern soll jede Lehrertn duch cin Farbplanchen
pekennecichnet werden. das canfarbig. sweilinge eder dreafurbiy sein kann. Reichen 3 Farhen?

i) Wie viele Warte mul michi untersehesdbaren Waricln, bes denen die corzebnen Wisrtel unierschicdliche Aupcasahiben
seagen. sind bevm wurleln w243 |4 ) Wikrfeln maglich?

Ty Wae viele Witrke sind uberhaups muit ¥ Wurfeln maoglhich
w) wenie dic Warteln mcht untersclcidbar
- bt unterschewdbar smd?

%1 Wie viele Dragonalen hat cin 6-Feh i 7-bek. 8-Fok, mebeky?
) Bereohmen Sic lnlpende Binomialkoctzienten i der entsprechenden Anordnung und begrimden bie die Namensgebuny,



1) Da die Reihenfolge innerhalb einer Mannschatt keine Kolle spielt, gilt:

C ® = (15) =2 = 5005 Mannschaftszusammenstellungen
15 6 6! * (15-6)!

2) Da dic Reihenfolge innerhalb einer 6er-Kombination keine Rolle spielt, gilt:

¢’ =(*) =2 13083816 Ger
s g/ 6I*(498)

analog 1 Y06 884 Ser, 211876 der, 18424 Ser

3) Da die Reihenfolge innerhalb der Stichprobe keine Rolle spielt, gilt:

mit n=100 und k=5 di¢ Kombinationszahl C = 75 287 520 Moglichkeiten.
Problem: Mehr Recorder in einer Stichprobe bringt gréflere Sicherheit bei der Qualitidtskontrolle.
Mehr Recorder in einer Stichprobe sind aber Skonomisch nicht zu vertreten.
Hier ist die Anwendung der Statistik sinnvoll, um den glinstigsten Zusammenhang zwischen
Stichprobengréle und Qualitiitssicherung #u finden.

4) Da dic Punkite an sich nicht unterscheidbar sind, gilt:
1
bis C

C
mil n=H und k=1..6 dic Kombination & &
Losung: 6 + 15+ 20+ 15+ 6 + | = 63 Miglichkeiten,

5]

Problem: Einige Zeichen miiite man auslassen, da sie durch Tasten schwer unterscheidbar sind.

5) Gegeben: n=35 und k=1..3

1 3
. C_ bis C
ohne Beachtung der Farbreihenfolge( gwg = gew = weg) folgt: 3 3
Lésung: 5 + 10 + 10 =25 Reicht nicht!
1 3
: . V_ bis V
mit Beachtung der Farbreihenfolge folgt: S S

Lésung: 5 + 20 + 60 = 85 Reicht aus!

6) Mil 2 Wirfeln:  Kombination einer 6-glementigen Menge zur 2 Klasse: 153 Wiirfe
Mit 3 Wiirfeln: Kombination giner é-gclementigen Menge zur 3. Klasse: 20 Wiirfe
Mit 4 Wiirfeln: Kombination giner 6-clementigen Menge zur 4. Klasse: 15 Wiirfe

7) a) zur Kombination mit 3 Wirfeln (=20) gesellen sich noch DoppelAugenzahlen 112 bis 116
221 bis 226 usw.
das sind 5*6=30
und alle Dreier: 111 bis 666
das sind &
Gesamtanzahl : 56

b) bei unterscheidbaren Wiirfeln (z.B. man wirfelt mit ¢inem roten, ¢incn blauen und cinen grinen):

3
v. =120 N .
& Moglichkeiten, [alls sich die Augencahlen unlerscheiden,

dazu wisder die Doppel; 112, 121, 211, d h. alle Doppel werden jetzt dretmal geziihlt: das sind 3%30 = 90
dazu die Dreier: 111 bis 666 also noch 6 dazu:
Gesamizahl; 216



u) Fangen wir mil dem 6-Eck an

Man erkennt insgesamt 9 Diagonalen, Da wir alle méglichen Verbindungen von zwei der 6 Eckpunkte
herstellen, erhalten wir dic Kombination einer 6-clementigen Menge zur 2. Klasse, miissen aber die
6 Kanten des 6-Eckes davon noch abziehen.

2
C -6 =9
Also: 6
2 "
o _ -7 =14
Bei cinem 7-Eck gilt demzufolge 7
2
S 8 =20
2

Bei einem 8-Eck gilt demzufolge

” _ C -n =05n*-15n
Ber einem n-Eck gilt demzufolge 0

9) Einfach mal das PASCALsche Dreieck betrachten! (Tafelwerk)
Kombinationzahlen entsprechen den Koeffizienten bei Binomen!



